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Son comprendidas como familias, nos preguntamos si una funcién particular que pertenece
a una familia X (f(n)) también pertenece a otra familia Y (g(n)). Es asi que generamos
comparaciones entre funciones.

1.1 Crecimiento en funciones

Funciones no negativas

Una f(x) es asintoticamente no negativa si Ing € N f(n) y se cumpla (n > ng)Af(n) >0
Apreciable con la funcion f(z) = a e + cx e,

Por definiciéon trabajamos funciones asintoticamente positivas (¢ > 0).

1.1.1 Notacion Tilde

) ~ ) = Jim T8 — ) € 0(g(0n)

Donde convergir a 1 no necesariamente implica sean la misma funcién.

1.1.2 Big O
Definition 1.1.1

O(g(n)) ={f :N—=R" [ 3c € R")(3ng € N)(Vn > n0)(0 < f(n) < c g(n))}

Diccion en 'Big Oh’:
'Esta f acotada superiormente por g’, 'Es g cota superior a f.’



8 Capitulo 1. Notacién asintética

Si dado limy, % —> {o0: g crece > f, k:g crece = f,}

Si el conjunto de datos esta limitado, una funciéon n® puede ser mejor a una n?.

m Example 1.1 Demostracion que an + b= O(n)
Ha de satisfacerse que an + b < ¢n

an+b<ecn

b
a+—<c
n

Es asi que tenemos el valor de nuestra constante, podemos apreciar como se empezara a
cumplir cuando determinemos un valor para n renombrado a ng, desde ese punto se cumplira
la notacioén. ]

1.1.3 Big
Definition 1.1.2

Qg(n)) = {f : N = R*|(Fc € R")(Ing € N)(Vn > ng)(0 < cg(n) < f(n))}
f(n)

c< lim —+%
n—00 g(n)

p ) Diccion en 'Big Omega’:
"Esta f acotada asintéticamente por debajo por ¢g’, 'Es g una cota inferior asintotica
para f’.

114 Big®
Definition 1.1.3
O(g9(n)) = {f : N = R*|(3c1,c2 € RT)(Ing € N)(Vn > ng)(0 < c19(n) < f(n) < cag(n))}
o) _

~ nooog(n) T

p) Diccion en 'Big Theta”:
"Esta f acotada estrechamente por ¢’, ’Es g una cota estrecha para f’.

Cada miembro de O(g(n)) es asintoticamente no negativo asi como la funciéon misma (si no

Og(n) =10)
Theorem 1.1.1 B(f(n)) = O(f(n)) N Q(f(n))

Propiedades
Un algoritmo « clasifica si y solo si tiene
= Peor tiempo de ejecucion es O(f(n)).
» Mejor tiempo de ejecucion es Q(f(n)).
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m Example 1.2 Demostracion que 0,5n% — 3n = @(n2)
Ha de satisfacerse que ¢1n? < 0,5n% — 3n < cyn?

can < O,Em2 —3n < 02n2

c1<0,5—-3/n<cy

La inecuacién derecha se mantiene para n > 1 si tomamos co > 0,5. La inecuacién izquierda
con n > 7y escogiendo ¢; < 1/14. "

Little o
Definition 1.1.4

o(g(n)) = {f : N = R*|(Ve € R")(3ng € N)(Vn > ng)(0 < f(n) < cg(n))}

lim M:O; lim M:

n—00 g(n) n—00 (n)

Son las funciones o(g(n)) que crecen mas lento que g.

p ) Diccion en "Little oh’
'f es asintoticamente méas pequena a g’. ’g es cota estrictamente débil superior a f’

Demostracion. Es n = o(n?)
Ha de satisfacerse que:

lim — = lim — =0

n—oo N n—oo n

|
Demostracion. Es n # o(3n)
Ha de satisfacerse que:
, n 1 1
A g, = m g =370

|

Little w
Definition 1.1.5

w(g(n)) ={f : N = R*|(Ve € RT)(3ng € N)(Vn > ng)(0 < cg(n) < f(n))}

. fn) . g(n)
ALy T o0 A ey =0

Las funciones w(g(n)) crecen mas rapido que g.

p Diccion en Little omega’
'f es asintoticamente méas grande a g’. ’g es cota débil inferior a f’.
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Theorem 1.1.2 — Andlogo entre nimeros R y Notacion asintética.

Notacién asintética Numero real

f(n) € O(g(n)) f<g
f(n) € Q(g(n)) f=g
f(n) € ©(g(n)) f=9
f(n) € o(g(n)) <y
f(n) € w(g(n)) f>g

No se mantiene la tricotomia.

p Notacion Little; No son asintdticamente estrechas.

1.1.7 Propiedades generales

Transitividad
(f(n) € Alg(n)] A g(n) € Alh(n)]) = (f(n) € Alh(n)])
VA=0, Q, 60
Reflexividad
f(n) € Alf(n)]
YVA=0, Q, 6
Simetria
f(n) € ©(g(n)) < g(n) € O(f(n))
YO
Anti simetria
Vf(n) ¢ ©(g(n))
f(n) € Alg(n)] = g(n) € Alf(n)]
VA =0, Q

Simetria transpuesta

f(n) € O(g(n))

—
f(n) € o(g(n)) —

g(n) € Q(f(n))
g(n) € w(f(n))
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Theorem 1.1.3 — Ordenes de relacién.

Orden | Relexiva | Simétrica | Anti simétrica | Transitiva
f<g < f(n)€O(g(n)) Si Si Si
f>g9g < f(n) e Qgn)) St Si St
f=9g < f(n)€B(g(n)) Si Si Si

Con esto se pueden comprender las relaciones como
= Entre oA O

() € olg(n)) = f(n) € O(g())
s Entre w A Q

g9(n) € w(f(n)) = g(n) € Q(f(n))
Siempre que o(f(n)) Nw(f(n)) =10

m Example 1.3 Realizemos estos ejercicios ]

1.1.8 A dos variables
Definition 1.1.6

O(g(m,n)) ={f: NxN— R" |
(Je € RT)(Fmo, no € N)(Vn > no)(¥m > mo)(f(m, n) < cg(m,n))}
m Example 1.4 — Ejercicio. Del 1, 2 demostrar si V o F.

1. Para cualquier funciéon f se tiene que f € O(f). [V].
2. O(f) =O(g) <= [f€O0(g) AgeO(f) [V]
3. Para cuéles notaciones es valido afirmar; f € A[g] A g € A[h] = f € A[h]
4. Silim,,_eo % = k dependiendo de los valores en k.

a) Sik=0Ak<0 = O(f) =0(g)

b) Sik#0ANk <0 = O(f) € O(g)

1.2 Funciones comunes

1.2.1 Monétomamente incremental
Definition 1.2.1
Vm <n = f(m) < f(n)

| Definition 1.2.2 — Funcién suelo. El |z| = méx(Z) <z

| Definition 1.2.3 — Funcién techo. El [z] = min(Z) > =
VeeR, z—-1<|z|<z<[z]<z+1

veeN, (lz]=z=/[z])A([z/2] +[x/2] =)
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Theorem 1.2.1
Vee RAZ:a, b>0

-
- 13
la/b] < (a+(b—1))/b
[a/b] < (a—(b—=1))/b

Cabe mencionar estas funciones son monotomamente incrementales.

Definition 1.2.4 — Funcién exponencial. Si Vn : a > 0 = a" es mon6étomamente
incremental.

SiV(a,b) eR, a>1ly

1.2.2 Monétomamente decremental

Definition 1.2.5
Vm <n = f(m) > f(n)

1.2.3 Estrictamente incremental

I Definition 1.2.6
Vm <n = f(m) < f(n)

1.2.4 Estrictamente decremental

Definition 1.2.7
Vm <n = f(m)> f(n)

1.2.5 Aritmética modular

Theorem 1.2.2
VZa A 3Z n

a médn=a—n|a/n]

El residuo del cociente %

Theorem 1.2.3 — Equivalencias. Sia méd n =b méd n = a =b mdd n dictamos a
es congruente o equivalente con b mdéd n. Dan el mismo residuo al dividirse por n. Lo
seré si y solo si n es divisor de b — a
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1.2.6 Polinomios

Son funciones de la forma;

Con coeficientes ag, a1, -+ ,aq N ag # 0

Theorem 1.2.4 » Es p(n) asintéticamente positivo si y solo si ag > 0.
= Sea p(n) de grado d asintéticamente positivo entonces p(n) = O(n?).
= VaeR, a>0, n®esmonbétomamente incremental.
m VaeR, a<0, n®esmondétomamente decremental.
= f(n) es polindmicamente acotada si f(n) = O(n?) para algtina constante d.

1.2.7 Logaritmos
Definition 1.2.8 — Notaciones.
lgn =logyn

Inn =log.n
Ig¥n = (Ign)*
lglgn =1g(lgn)
Solo aplican sobre el siguiente término.

lgn+k=(gn)+k

Es incremental para b > 1An >0

Theorem 1.2.5 — Identidades. Para los reales (a,b,¢ > 0) A n tenemos las siguientes
identidades
1. a =bl8?

logya =1/log, b
alogs ¢ — clogya

2. log,(ab) = log,a + log.b
3. log, a™ = nlog,a

4. logya = llzg—zz

5.

6.

1.2.8 Factoriales
Definition 1.2.9

Sin recursion:

nl — n=0=1
>0 = [[-,i

Con recursion:

nl — n=0=1
' n>0 = n(n—1)!
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Fact 1.2.6 Cota débil superior:

Re-expresiones del factorial:
(m+1D!=nl(n+1)

n! =

1.2.9 Ilteracién funcional

Dada f(n), la i-th iteracion funcional es:

i>0 = f(f0-1)

Sea [ la funcién identidad, con n particular:

0 () - 1=0 = n
frm: {z'>o — F(Dm))

1.2.10 Logaritmo estrella
Definition 1.2.10 1g*n = min{i > 0 | lg'n < 1}
Elevando k veces:

lg* 22"
Fact 1.2.7 — Crecimiento.
1g*2° =0
lgtot =1
lg"2%2 =2
lg* 2t =3
1g* 216 — 4
1g* 9256 _ 5

Su crecimiento es infimo.
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2.1

Estamos acostumbrados a manejar estructuras:

= De control: if, else if, else, anidaciones.

= De flujo: for, while, repeat.

» De secuencia: Donde las instrucciones (accion ) se ejecutan sucesivamente sin omisiones
(accion 7 requiere accion i — 1).

Infroduccioén

Un algoritmo es el conjunto de procedimientos o funciones o bloques con estructuras de
control, deben ser precisos y dar término. Una funcién func realizan una tarea y devuelven
un valor como resultado o salida. Un procedimiento proc es un fragmento de c6digo que no
retorna un dato sino que trabaja mutando los datos del encabezado. Los pardmetros de un
algoritmo son 03:

1. Forma: Entrada, Salida o Mixta.

2. Tipo: La estructura o tipo de dato.
3. Nombre: Clave cual referencia la variable.

m Example 2.1 — Costeo algoritmico.

Dado el procedimiento PO en cada linea debemos costear: Numero de operaciones
elementales, Ntimero de ejecuciones.

. 1. Llamado sin coste asociado.
1| proc PO(E int n): 2 1x1
g: x = 100 3. 2x1
z=x+5 n+1
4 for (i = 1 to n) do 4.3x 30 .
5] for (j =1 to n) do 5. 3%y 1Zn+1
6| x=x+1 6.2)(2112
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En este escenario al usarse un for se iterara siempre la misma cantidad, con ello estamos
en un caso invariante o promedio.
Noétese como siempre el nimero de ejecuciones en un ciclo se sigue por: cabeza = cuerpo + 1.
Eventualmente resolviendo las sumatorias obtenemos la funciéon de eficiencia para el Coste
en Complejidad Computacional Temporal (CC.T(n)):

Tn)=1x14+2x143x(n+1)+3xnx(n+1)+2xnxn

T(n) = an® +bn + c € O(n?)

Si realizamos el costeo en términos de la Complejidad Computacional Espacial (CC.S(n))
notamos como solo se realizan operaciones elementales, todas con un coste constante (c).

S(n) = c e 0(1)

La jerarquia de operaciones para calculos computacionales es:
1. Brackets.

2. Powers.

3. Products, Ratios.

4. Relational operations.

Realizado sobre una funcion:

Sequential Search

= Example 2.2 — Andlisis busqueda secuencial.

Deben definirse:

Precondiciones: Lo que entra; Un arreglo de niimeros enteros y un ntimero entero.
Poscondiciones: Lo obtenido y como se obtiene, ademéas de excepciones; Indice del elemento
(nmero entero) ingresado en el arreglo, si no existe retorna —1.

El mejor escenario o Tpes €5 que exista el

1] func seq_search( elemento y sea el primero en la lista.

| E list[int] A[n], int x, S int p

By 1. Sin coste.
2] int i = 1 2. 1x1

3| repeat: 3. Sin coste.
4| if A(i) == x: 4. 1x1
5| return i 5 1x1
6l L+ 6. 0x1
;: until 1 > 7.0x1
rerm - 8. 0x1

Thest(n) =1x14+1x1+1x1
Thest(n) = c€ O(1)

No obstante atun faltan escenarios.
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El peor escenario o T,,0rst €S que no exista

1| func seq_search( ol elemento

| E list[int] A[n], int x, S int p

1) 1. Sin coste.

2] int i = 1 2. 1x1

3| repeat: 3. 0xn

4] if A(i) == x: 4. 1xn

5] return i 5 0xn

6l i+ 6. 1xn

;: ‘mtlll;n 7. 1xn
return - 8 1x1

Tworst(n) =1x1+1xn+1x1Ixn+1x1
Tworst(n) =an+b € O(n)

Probabilidad

Eventos deterministas
Definition 2.2.1 — Suceso elemental. Recoge informaciéon de todo el experimento
m Example 2.3 — Dados.
Lanzar un dado genera 1 resultado o suceso elemental; Tras 10 resultados generamos un
prorrateo, una razon. [

Definition 2.2.2 — Sucesos. Seguro: Donde la probabilidad del evento es 1, P(S) = 1.
Imposible: Donde la probabilidad del evento es 0, P(S) = 0.

Probabilidad condicional

Definida como P(S|T) = PI(DS(;?)

= Example 2.4 — Dados.
Tras lanzar 02 dados se tiene que (Sy : Dy cae 1), para (Sz : Dy cae 6) y el (S3: D1+ Doy < 4.
Se busca hallar la P(S;|S3).

Encontramos que P(S1) =6/36 = 1/6, la P(S3) =6/36 = 1/6 y que la P(S1NS3) = 3/36 =
1/12.

3/36

P(S1]9%) = 6/36

1/2

Principio de correctitud

Un algoritmo es correcto si para cada posible entrada se termina con la salida correcta
(hace lo que afirma hacer), hay 02 pruebas.
= Correctitud parcial: Si el algoritmo no hace halting entonces se produce un resultado

correcto (PIM).
» Terminacién: Si da término en finitud de pasos, independientemente a la entrada.
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2.3.1 Insertion Sort
Input: Arreglo A = [a1, - ay)].
Process: Indexado lineal e iterandos contiguos, ante A; > A; activa subiteracién; sobre-
escribe valores A;1 = A; para ser decreciente izquierda. Finalmente escribe = en pentltima
j-iteraciom.

def insertion_sort(A: list[int | float]) -> list[int | float]:
’?? Numeric list sorted by insertion ’’°
for i in range(1, len(A)):
x: float = A[i]
j:odint = i-1
while A[j] > x and j >= 0:
Alj + 11 = A[3]
j-=1
Alj + 1] =
return A

X

2.3.2 Correctitud
Definition 2.3.1 — Lazo invariante. Sentencia cual prueba la correctitud algoritmica,

aplicada sobre variables. A demostrar:
= Inicializacion: Cierto previo a iteraciéon primera.
= Mantenimiento: Si es cierto previo a iteracidon, permanece cierto previo a préxima.
» Terminacion: Retorna una propiedad cual muestra la correctitud algoritmica (ele-
mento probatorio).

m Example 2.5 — En Insertion sort. Tomando A en orden.
= Inicializacién: El caso de A tamano 1 es trivial.
= Mantenimiento: Cada elemento es menor a su siguiente.
= Terminacién: En ¢ = n + 1 permanecen los elementos originales de A ordenados.

2.3.3 Funcién de eficiencia

Contar la funcion mas ejecutada (permite saber el funcionamiento algoritmico), es la
posible ejecuciéon mas anidada.

m Example 2.6 — lteraciones multiples. Un ejemplo préctico.

def triple_for(n: int) -> int:
x: int = 0
for i in range(n):
for j in range(n):
for k in range(n):
x +=1
return x

Con ello se buscara el comportamiento asintético mas representativo para el codigo
mencionado. Para trabajar ciclos es necesaria la representaciéon mediante sumatorias, desde
la mas interna a la més externa, donde tras resolver el mas interno se pasa al mas externo
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hasta dejarse como una funcién de tendencia.
Supdngase n = 3 entonces lo primero es contarse cada ejecucion en k: Haciendo las

iteraciones:
i=1: j=(12), k=(12)
triple_forq i=2: j=(1,2,3), k=(1,2)(1,2,3)
i=3: j=(1,2,3,4), k=(1,2)(1,2,3)(1,2,3,4)

Tenemos en total contando tnicamente el nimero de ejecuciones en k, representable

por la formula:

f(n) :anz@ﬂ'—z
i=1

n n n
=D P+ i) 2
=1 =1 i=1

_ n(n+1)6(2n+ 1) n n(n2—|— 1) _on

— %n como el

Es apreciable que tras realizar la distribucién de términos n se obtiene %n?’ +---
de mayor grado con otros términos de menor grado. Es asi que podemos decir eventualmente

tenemos un comportamiento asintético de n3, expresado en la mejor forma como ©(n?). m

2.4 Llimites
Tenemos como unos casos especiales que aplican a los limites:

lim (Ya)=0; a>0
n—oo
lfim ({/n) = 1
n—o0
i (L) o, 0) A (b > 0)
T ) =0 (@0 n 0>

, \"

lim (1 + > =e
n—oo n

lfm <Sm(:‘)> ~1
n— o0 xT

lim ATan(x) =

n—oo

lim ASec(x) =

n—o0

i
2
il
2
lim f(zr)=L = lim f

(n)=1L

o0
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2.5 Series

Generalizacion sobre la nocién de suma sobre una funcion f(n) acotada superior e
inferiormente.

2.5.1 Propiedades

Theorem 2.5.1 — Adiciones y sustracciones.

n

Y U@xg@ -2 =) FOED g@) £ £ 2(0)
=0

=0 =0 1=0

Theorem 2.5.2 — Constantes.

e fli)y=c- > f@)
1=0 1=0
Theorem 2.5.3 — Cambio de indice.
n n+k
d =) fli—k)
i=0 i=k
Theorem 2.5.4 — Indice a 0. , .
Y f@) =Y fli+a)
i=a 1=0
Theorem 2.5.5 — Particién.
SO =D f0)+ > f)
i=0 i=0 i=c+1

Theorem 2.5.6 — Dobles.

2.5.2 Series comunes
Definition 2.5.1 — Aritmética. Forma general

o o nn+1
S nin )
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| Fact 2.5.7 — Orden. O(n?)
Definition 2.5.2 — Geométrica. Forma general

a(l _ Tn-i—l)

n .
Zar’:—l_r r#1
i=0

a: Primer término. r: Razoén comin.
Fact2.58 —O0rden. |r| > 1:0(r"); |r|<1:0(1)

Definition 2.5.3 — Base 2. Forma general

1— T'n—i—l)

i .
;ar— T, r#1

a: Primer término. r: Razén comin.
Fact259—0rden. |r| > 1:0(r"); |r|<1:0(1)

Definition 2.5.4 — Potencias. Forma general

Solucién indefinida;

p Generalizacion alterna k = 1:

Zai—&—bz (an + 2b)(n + 1)

2
1=0
b9 2n3—|—3n2+n; b3 n4+2n3+n2;
6 4
6n° + 150 +10n% — n 2n8 + 6n° 4+ 5nt — n?2
k=4 — i k=5 =
30 12
6n’ +21n8 +21n° — Tn? +n
k=6 — ;
42
3n8 + 12n7 + 14n8 — Tn* 4+ 2n2
k=17 ;
24
10n2 4 45n8 + 60n7 — 42n° + 20n3 — 3n
k=8 — ;
90
2110 + 10n2 4+ 15108 — 14n8 + 10n* — 3n?2
k=9 — 20 ;

6n't + 33119 4+ 551 — 6617 + 66n° — 33n3 + 5n

k=10 —
66
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| Fact 2.5.10 — Orden. O(nFt1)

Definition 2.5.5 — Arménica. Forma general

Solucién indefinida;
oo
Inn++. -~ :Euler-Mascheroni = —/ e *lnz dr
0
Fact2.5.11 — Orden. O(lnn)

Definition 2.5.6 — Logaritmica. Forma general

n
Zlogi%nlogn—n

=1

Fact 2.5.12 — Orden. O(nlogn)

2.5.3 Productorias

Definition 2.5.7 — Factorial.

Definition 2.5.8 — Generalizada.

Definition 2.5.9 — Constante.

Definition 2.5.10 — Escailar.

Propiedades telescopicas

Definition 2.5.11 — Generalizada.

n n
[ =111
7 i=1
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2.5.4 Limites

Es fundamental conocer los limites de cualquier funcién matemética para establecer
relaciones proximamente en notaciones asintoticas. Recordemos sus propiedades:

Constantes lim, .k =%k
Identidad lim, .x=c
Escalar lim, o kf(z) = klimy_. f(x)
Exponente lim, ,.a2P=cP; r>0
Adicion limg . [f(z) + g(x)] = limg—. f(z) + hmxﬁcg(w)
Substraccion limg . [f(z) — g(x)] = limg—. f(z) — limy_c g()
Producto lim, . [f(z) x g(x)] = limg_c f(z) X limy_. g(x)
Razo6n limgo[f(z) + g(x)] = img—. f(z) + limy—e g(z);  lmgeg(z) #0
Potencia lim, e f(2)9®) = limg, . f(2)™e=e 9. f(2) >0
Logaritmo lim, . [log f(z)] = log[limg—. f(x)]
Radical lim, [ \/ f(z)] = \/ lim, . f(z)

Supdngase que se tiene una sucesion tal que tras hallar su n-ésimo término lim,, oo = L
Los casos especiales son los siguientes:

1
lim <> =0
n—oo \ N

mn( n ):1
n—oo \ n + 1

lim ({/a) =0; a>0
n—oo

h’m({L/ﬁ)zl, n >0
n—oo
l
1 <MM>:Q a,b> 0
n—00 xn
1 n
lim (1 +—] =e;
n—o00 n

n—oo

. (Sin(n)> .

n—oo n—0o0

lim (ATan(z)) = lim (ASec(z)) = g

2.5.5 Ciriterios de convergencia

Es fundamental conocer dada una serie su valor finito convergente.

Criterio suficiente de divergencia

Si limy, o0 @, NO existe, o si lim, .~ a, # 0 entonces la Serie diverge.
Si el lim,, o a, = 0 entonces NO se concluye nada.
Si ) ay, sabemos converge entonces lim,, o0 (an = 0).






3.1 Ordenamiento

3.1.1 Merge Sort
Input: Arreglo A = |ag, a1, ,ap]

Definition 3.1.1 — Paradigma. Resolucién DyV:
» Dividir: Problema — Sub-problemas € type(FP).
» Congquistar: V Sub-problema (recursiva). size(sub-problema) — 0.
= Combinar: Solucién = Sub-problema + - - - + Sub-problema.

m Example 3.1 — En Merge sort. 1. Dividir: A—A[n/2| A A[n/2].

Un paso fundamental a realizar es combinar 2 listas ordenadas en sélo una.

def merge(L: list[int], R: list[int]) -> list[int]:

merged = []
i: int =0
j: int = 0

while i < len(L) and j < len(R):
if L[i] <= R[j]:
merged.append (L[i])

i+=1

else:
merged. append (R[j])
j+=1

merged.extend (L[i:])
merged.extend(R[j:])
return merged
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La funcion merge(...) tiene Complejidad computacional temporal (CC.T) T(n) = n, asi
como su Complejidad espacial S(n) = n (Isn’t an in-place algorithm).

El corazén del algoritmo

def merge_sort(A: list[int]) -> list[int]:

if len(p) ==
return A
q = len(d) // 2

L = merge_sort(A[:q])
R = merge_sort(Alq:])
return merge(L, R)

Si la longitud del arreglo A es 1 elemento entonces debemos retornar el mismo puesto es
caso base. Partimos recursivamente el arreglo en 2, tomando su parte derecha e izquierda
para mediante retorno (backtracking) combinarlos.

Andlisis de eficiencia

Se realizan 02 llamadas dentro el método tal que se realiza una particiéon del tamano de
la entrada T'(n) = 27'(n/2), ademas, en la funcién merge(...) como se menciond se hace un
consumo lineal de tiempo n. Podemos concluir que su funcion de eficiencia es:

T(n) =2T(n/2)+n

Para célcular su CC podemos hacer uso de un arbol de recursiéon, notamos se generan
lgn niveles y en ellos, siempre habran n elementos (surgidos de la particion del arreglo).
Podemos regir entonces como el algoritmo merge sort maneja una CC.T

merge_sort: T(n) € ©(nlgn)

Quick sort

En quick _sort(...) el principio es escoger un pivote (preferiblemente random) sobre el
que, si tiene elementos a su izquierda de tamano inferior o igual y elementos a su derecha de
tamano superior o igual, entonces este pivote estd ordenado. Este proceso recursivamente
subdivide en 2 listas hasta llegar al caso base (0 a 1 elemento) sobre el que se reconstruye la
solucion.

def quick_sort(A: list[int | float]) -> list[int | float]:
if len(A) <= 1:

return A
pivot: int | float = A[O]
less: list[int | float] = [x for x in A[1:] if x <= pivot]
greater: list[int | float] = [y for y in A[1:] if y > pivot]
return quick_sort(less) + [pivot] + quick_sort(greater)

Suponiendo el mejor escenario quick sort tomara el pivote que corresponda el elemento
mediano al arreglo, es asi que se puede realizar un Arbol de recursiéon que tome una altura
logn, por cada nivel se tendran n elementos por lo que asi como en merge sort su funciéon
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de eficiencia serd T'(n) = nlgn € O(nlgn).

No obstante en su peor escenario la particién se realiza al inicio de arreglo, con ello se
generaria un arbol (linea) cual en cada nivel del Arbol de derivacion tendra n,n — In--- 1
elementos, con ello su funcién de eficiencia se denotaria como

T(n) = n(n;—l) € O(n?)

Asi mismo su analisis de CC.S puede determinarse que haciendo uso de una pila, en el mejor
escenario usard un tamano de lgn y en el peor uno de n. (El tamario de la pila depende del
tamano del drbol).

El caso medio tenemos: (El anélisis es después que se ejecuta particion)

T(n)1=T0)+T(n—1)+Cn

T(n)e=T((1)+T(n—2)+Cn
T(n)3=T(2)+T(n—-3)+Cn

T(n)n/2 = T(n/2) + T(n/2) + Cn

T(n)p—2=T(n—-3)+T(2)+Cn
Tn)p—1=T(n—-2)+T(1)+Cn
T(n), =T(n—1)+T(0)+Cn

Si se supone que tenemos n casos segin la posicion del pivote.
Entonces podemos formular la siguiente funcién de eficiencia

Tavg(n) = Y T(I)- R(1)
IeD
Como notamos es muy distinto a los algoritmos iterativos (aca se miran la cantidad de pasos).
Entonces tenemos que calculando la funcién de eficiencia para todas las posibles entradas de
datos camos a ttener una ecuacién distinta, sumamos todas las difetentes entradas de datos,
por lo que:

Ta(n) = (=) [T(i—1)+T(n—i)]+Cn

=1

S|

Tenemos que % es la probabilidad de la entrada de datos.
La idea es resolver la ecuacion, quedando como:

Ta(n) = —(27(0) + 2T(1) +--- + 2T (n — 2) + 2T(n — 1)) + Cn

Sl 3

Ta(n)=—-027T0)+2T(1)+---+2T(n—2)+2T(n—1))+Cn
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Es lineal no homogenea. En Quicksort los el mejor

Iniciamos que no sabemos nada, luego nos paramos en el pivote tras particién, no es
que digamos "primera posicion", es que dependiendo de cémo hagamos las cosas es que tras
elegir lo mejor es que elija el pivote tras ubicarse quede en la mitad y con ello 2 particiones
de tamanio n/2 (una cosa es decir el pivote esta en a, otra es que el pivote queda en b), pero,
lo peor es que quede en los extremos, donde el pivote genera un arbol desbalanceado

En el mejor escenario de un arreglo arr = [1,2,3,4,5,6,7] es el pivote 4 seria lo mejor
que podria pasarme Pero si escogemos a 1 entonces generamos 2 particiones, una con 0
elementos y otra con n-1

Entonces quien es el pivote? No lo sabemos, no sabemos qué tenemos, nos da lo mismo
que sea cualquiera (pero lo mejor), pero el mejor es que toque 4 (ubicadito en la mitad). Si
tenemos [4,2,3,1,5,6,7]

Heaps

Deben de aclararse la peor escenario, esto s siguientes definciones para comprender un
Heap (monticulo):

Definition 3.1.2 — Arbol binario pleno.
Un arbol es completo si dada una altura h tiene una cantidad de 2! — 1 nodos. Cada
nivel no tiene espacio para inserciéon de nodos.

Definition 3.1.3 — Arbol binario completo.
1. Si el arreglo representativo no tiene elementos nulos entre elementos existentes.
2. Si el ultimo nivel tiene sus elementos contiguos de izquierda a derecha (considerados
drboles binarios casi completos).
Siempre minimamente la altura serd h = lgn puesto ha de llenar todo el nivel para pasar
al otro.

Entonces podemos definir un Heap como un arbol binario completo. Un heap cumple las
siguientes propiedades:

» El elemento (nodo) de posicion ¢ tiene como nodos hijos a left y right.
Si un nodo esta en un indice :
e Su hijo left esta en 2i.
e Su hijo right esta en 27 + 1.
e Su padre root esté en |i/2].

Existen 02 tipos de Heaps; Max Heap y Min Heap.

Min Heap

Téngase el arreglo A = [10, 30, 20, 35, 40, 32, 25], el nodo posicion i es menor o igual a
sus hijos; (A[i] < A[2i]) V (A[i] < A[2i + 1]). Representable como
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135] [40] [32] |25]

Max Heap
Téngase el arreglo A = [50, 30, 20, 15, 10, 8, 16] se aprecia como cada padre tiene un valor
superior o igual a sus hijos; (A[i] > A[2i]) V (A[i] > A[2i + 1]). Representable como

30 20

[15] [10] [08] [16]

Theorem 3.1.1 — ARadir add(x).

Implica dar al elemento x la posicion ultima al arreglo y con ello tener el padre en posicion

|i/2]. Adicionalmente para cumplir la propiedad Max Heap debe ordenarse.
Supoéngase buscamos A.add(60), generaria un A = [50, 30, 20, 15, 10, 8, 16, 60], si 60

estd en posicion 8, su i padre es 4 con A[4] = 15.

30 20

115] [10] |08] |16]

[i=1:50,i=2:30,i=3:20,i=4:15i=4:10,i=6:8,i="7:16,i =8 : 60]

Notamos no cumple la propiedad Max Heap, por lo que debemos realizar una serie de
cambios entre elementos para volverlo Max Heap.
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Con ello realizamos el cambio (60 — 15) — (60 — 30) — (60 — 50), obteniendo

50 20

130] [10] [08] |16]

obtenemos A = [60, 50, 20, 30, 10, 8, 16, 15]. Este procedimiento puede costarnos entre O(1)
a O(lgn).

Theorem 3.1.2 — Optimizado a Heap.

Existen 02 procesos para optimizar una lista a Heap, mediante Create Heap o la Heapify.
La diferencia crucial esta en la magnitud de complejidad, mientras Create Heap tiene
CC.T O(nlgn) (n: elementos, lgn : Asumir se mueven a la raiz), mediante Heapify hya
CC.T O(n) puesto escanéa cada elemento y si no cumple la propiedad realiza los cambios
necesarios.

Demostracion. Si queremos optimizar (Max/Min Heap) la lista A = [10, 20, 15, 30,40] en

B =[—,—,—,—, —] siguiendo el siguiente esquema (representable con arbol):
1. B=[10,—,—,—, —]
2. B=10,20,—,—,—] — [20,10,—, —, —]
3. B=1[20,10,15,—, —]
4. B = [20,10, 15,30, -] — [30, 20,15, 10, —|
5. B = (30,20, 15,10, 40] — [40, 30, 15, 10, 20]

Ahora, si realizamos mediante Heapify tendremos el siguiente esquema:

Demostracion. Téngase A = [10,20, 15, 12,40, 25, 18] representable como heap

20 15

112] [40] [25] |18]

Para el anélisis se hace desde el dltimo a primer ¢, ahora no va de abajo hacia arriba el
cambio, si no de arriba a abajo. Verificamos cuéles cumplen la propiedad de Max Heap.
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15 — no-sat.

’12—>sat.‘ ’40—>sat.‘ ’25—>sat.‘ ’18—>sat.‘

Claramente las hojas por invariante de inicializaciéon cumplen con la propiedad Max Heap,
al llegar a A[3] = 15 ya no satisface la propiedad, hemos de ordenar.
Entre sus hijos es (A[6] > A[7]) = (25 > 18), y es (A[6] > A[3]) = (25 > 15), queda

20 — no-sat. 25 — sat.

’12%sat.‘ ’40%3&‘5.‘ ’15%sat.‘ ’18%5&‘5.‘

Determinamos A[5] < A[4] por lo que hacemos cambio de A[2] A A[5], tal que

40 — sat. 25 — sat.

12—>sat.‘ ’20—>sat.‘ ’15—>sat.‘ ’18—>sat.‘

Finalmente notamos como A[1] < A[2] y luego (A[1] — A[2]) < A[5] para tener

20 — sat. 25 — sat.

12—>sat.‘ ’10—>sat.‘ ’15—>sat.‘ ’18—>sat.

Con A = [40,20, 15,12, 10, 25, 18]

Heap Sort

Consiste en la eliminacion total y almacenado de un Max Heap completo. Tras A.drop()
claramente se elimina el méximo elemento del Heap y se almacena iterativamente en la
tltima posicion (disponible) separada del arreglo cual representa el arbol.

Demostracion. Si tenemos A = [40, 30, 15, 10, 20] podemos realizar la siguiente trazabilidad:
1. Adrop(): A=[20,30,15,10,—] — [30,20, 15, 10; 40].
2. Adrop() : A=110,20,15,—;40] — [20, 10, 15; 30, 40].
3. A.drop() : A =[15,10,—;30,40] — [15, 10; 20, 30, 40].
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4. Adrop() : A =[10,—;20,30,40] — [10;15, 20, 30, 40].
Notamos la realizacién 6ptima del algoritmo Heap Sort se da mediante Heapify y su
drop() del arbol, obteniendo A = [10, 15, 20, 30, 40]. [ |

Priority Queues

Son manejados mediante heaps Min o Max donde hay 02 tipos de prioridades; Directa-
mente proporcional o inversamente proporcional al valor del elemento determina el orden
para ser removido.
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4.1 Introduccion

En el analisis de las ecuaciones de recurrencia tenemos desarrollos de expresiones mate-
maticas de recurrencia mediante métodos de resolucion.
Cuando divido el problema y cada problema viene con la mitad de los datos, cada nivel
tendra un arbol con altura (en esa ecuacién es dividir y vencer)

Si en un resta y vencerés pasa una sola vez (10, 9, 8, ... 1), pero si es una ecuaciéon del
tipo resta y seras vencido entonces seréan los n hijos y tardara demasiado.

Un mismo problema como el factorial tiene su version iterativa o recursiva:

Una condicién es cuando para momento especifico hace algo, no como un caso cuando
en funciéon a un dato realiza una accion.

En un algoritmo es 6ptimo hacer tnicamente un punto de retorno (canalizar).
func fact(E) int:

i=1

fact(n) =n x fact(n)

4.1.1 Ecuaciones

Consideramos constantes a > 1; b > 1; ¢,d > 0.

Divide y Venceras (DyV)

En DyV aplican funciones como

Fy:T(n) =T(n/b) + f(n)

Fy:T(n)=aT(n/b) + f(n)
Fy:T(n)=T(n/b)+T(n/c)+ f(n)
F3:T(n) =T(n/b)+T(n/c)+---+T(n/2)+ f(n)

~— — ~— ~—
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4.2

4.2.1
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Resta y Vencerds (RyV)

Ecuaciéon comin en RyV:
Fy:T(n)=T(n—">b)+ f(n)

Resta y serds Vencido (RysV)
Ecuaciones comunes en RysV:

F5:T(n)=aT(n—>5b)+ f(n)

Fs:T(n)=aT(n—>b)+cT'(n—d)+ f(n)
Clasificacion

A continuacién, se muestra como se clasifican las ecuaciones anteriores segin el método
de resolucién méas y no adecuado en orden de conveniencia:

lteracion

I € {Fy, F5, Fy, F1} & {F>», F3, Fg}
Arbol de Recursién

A e {Fy, Fs, Fs, F5, F1, Fo} & {Fya}

Teorema Maestro

ME {FlvFU} ¢{F27F35F4aF57F6}
Sustitucion Inteligente

Se {F51F67F4>F27F37F17F0}

Ecuacion Caracteristica
E € {F5, Fs, Fu} & {Fo, F1, F>, F3}

No obstante Fj puede pertenecer si se representa como t = 2tp_1 — 1gk.
(lineal no homogenea, donde )

Métodos

Los métodos mencionados antes serédn explicados més a detalle.

Método de la iteracién

Aplicable cuando existe a lo més un punto de iteraciéon (si la complejidad es apreciable
en multiples puntos).

m Example 4.1 Supongamos dan:
T(n)=T(n/2)+1; T(1)=1
Hay 02 formas de analizar la funcién recursiva.
Definition 4.2.1 — Evaluacion directa.

T(n)=T(n/2)+1

T(n/2)=T(n/4) +1
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T(1) =1

Sea x el ntimero de iteraciones para llegar a n = 1 regida por n = 2%. Con esto
x =1gn+1, el 1 viene tras la primera iteracion cual no es una particion. Complejidad de

T(n) = O(Ign), O(lgn)
Definition 4.2.2 — Evaluacién indirecta. Funciéon reemplazada en tiempo real.
T(n)=T(n/2)+1

Tn)=T(n/4)+1+1
T(n)=TMn/8)+1+1+1
T(n) =T(n/16) +1+1+1+1

T(1)=1+---4+1
Cantidad de unos en T'(n) es lgn, podemos describirlo como:
Ign+1

; 1

Resultante en lgn + 1, el 1 proveniente de la primera particion.

4.2.2 Método del arbol de recursion

m Example 4.2 Son analogos los conceptos de (Nodos:Ambiente) y (Arista:Entrada). Asi
mismo la relacion entre Altura (h) y Nivel (I): I = h + 1.

Aplicado sobre Merge Sort : msort = 2T(n/2) + cn; T(1) = ¢, donde 2 son los hijos,
T'(n/2) el tamano de la entrada y cn el dato del nodo.

(c%) —  cost : 2V c%

[l n/2] [ n/2]

(c=) (=) — cost:21-c%

I n/4] [l n/4 (I /4 [l n/4]
(CZ) (CZ) (CZ) <CZ) —  cost : 2. o3
/8] (I n/8] (I n/8 [ n/8] [[n/8 [[n/8 [n/8] [ln/g]

(¢) (¢) -+ (c)—cost:lgn
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El coste h=cn+cn+--- 4+ cn =lgn, por I =lgn + 1. Hallando su complejidad tenemos

lgn+1
cost : Z en =cn(lgn+1)
0

T(n) =cnlgn+cn=0(nlgn)

4.2.3 Método del teorema maestro

Aplicado sobre funciones DyV (ez: aT'(n/b) + f(n)), donde los problemas generan sub-
problemas independientes.

Theorem 4.2.1 — Casos. Son mutuamente excluyentes.

1. f(n) € O(n'82¢) e e R* — {0} = T(n) = O(n'8?)

2. f(n) € ©(n'82) = T(n) = O(n'8*1gn)

3. f(n) € Q(n'#r2+¢) e € R — {0} si af(n/b) < cf(n) = T(n) = O(f(n)), es aqui
particular la condicién de regularidad (La funcion tiene que ser mds grande que
la funcion en sus partes o en lo sumo igual).

Las constantes definidas son b >a >1yen 1 >c > 0.

m Example 4.3 Tiene muchas versiones (veremos el maestro principal), algunos autores
dividen las clases (e.g. teorema maestro)
Aplicado sobre msort: Definimos a > 2,b > 1.

Caso 01: Tenemos cn € O(n'8227%1) — cn < O(n*?) = cn # cn®?. Por ende,
queda descartado.
Caso 02: Tenemos cn € O(n'822) = cn < ©(nlgn). Se cumple, hallamos la complejidad
directamente. L]

m Example 4.4 Trabajaremos con la ecuacion de QuickSort en su mejor escenario:
T(n) =2T(n) +cn

Entonces verificamos que cumpla la forma y a, b funcionan. Pero el hecho que cumpla con
la forma no implica siempre de una soluciéon. // Determinamos f(n) = ¢n y aplicamos por
caso:
1. Cn = O(n'8227¢) En estas polinomiales el exponente es fundamental Si tenemos que
€ =0,0---01. Como notamos esta funcién no satisface puesto
2. Notamos que acé si se cumple, podemos sacar el limite y esto debe darnos una constante
(no 1).
Vemos que nos dié el orden, no la funcién de eficiencia. Lo que nos interesa siempre,
eventualmente es el orden.

4.2.4 Método de la sustitucion inteligente

Consiste de los pasos:
1. Suponer solucion.
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2. Demostrar con PIM que es funcional (hallar ctes).

m Example 4.5 — Similar a msort. Se tiene la funcion T'(n) = 27" [n/2] +n
Notamos como msort = 2T(n/2) + en AT(n) € O(nlgn)

Suponemos k = §, por lo que k < n.

Sustituimos en la ecuacién de recurrencia:

T(n) <2(c|n/2|lg|n/2])+n
<enlg|n/2] +n
<cnlg|n] —cn+n
<cnlgn; c¢>1

Debemos mostrar solucion cumple: Condicién limite A Casos base.
Notamos como no cumple n = 1 puesto

T(1) <cllogl
No obstante cumple para constantes superiores.

T(2) <c2lg2

T(2) <c3lg3

Tomando ventaja de la Notacion asintotica, reemplazamos casos base (c.b.) en la prueba
inductiva.

T(n) =2T [n/2] +n
T(2)=2(1)+2=4
7(3) = 2(1) +3 =5

La prueba inductiva dicta T'(n) < cn lgn y un ¢ > 2, tenemos:
T(2) <c2lg2
T(3)<c3lg3
Es importante considerar que la prueba inductiva # ec. recurrencia. [
4.2.5 Método de ecuacién caracteristica
Es aplicado sobre ecuaciones de recurrencia lineales homogeneas (ER-LH) de la forma
agT(n)=a;T(n—1)£---+aT(n—k)

2" =T(n); To=1lo; T1=I; oy g1 = Ij—q.

Definition 4.2.3 — Ecuacién caracteristica.
anln +an1+Th 1+ +aptTh =0

=a I +an 1T 1+ - +ady=0

— agxk—i—alxk_l —|—-~+aka:0 =1
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| Con raices 1 : 1,79, -+ , 7. Sean distintas y de multiplicidad 1 6 multiples de multiplici-

‘ Theorem 4.2.2 — Mult. = 1.

m Example 4.6 — Sobre Fibonacci. Definase T'(n) =T(n—1)+T(n—2); T(0) =0; T(1) =
1.nezZr.
Primero obtenemos la ecuacién caracteristica:

1T(n) —1T(n—1) = 1T(n —2) =0; T(n—k)=az""
12270 — 1227 12272 =0
-z —-1=0

Mediante la cuadrética hallamos las raices, son ri 9 = %(1 4+ 1/5). Notamos que son distintas,
aplicamos el teorema para mult. = 1.

T(n) = i[5+ VB + el (1 - VB

Aplicado sobre los casos base T(0) y T(1):

T(0) = [ (14 V5) + eal5 (1 - VB

2

T(l)—cl[ (1+v5)]! —1—02[2( — V)

Resta resolver el sistema 2 x 2 y entonces obtendremos la complejidad del algoritmo. L]
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5.1 Introduccién

LA entrada son los candidatoss, se trabaja por etapas (y se hace el mismo proceso),
escoge candidatos y si sire lo lleva al conjunto solucién, es como seguir la ramita de un arbol.
Metodologia simple, aplicada especialmente sobre optimizacion (mdzimos y minimos).
Se obtiene un subconjunto sin que satisfaga restricciones asociadas al problema de n entra-
das. Si sin satisfacce las restricciones decimos es 'prometedora’; Una sin prometedora que
optimiza la funcién objetivo (FO) z es una sin ’6ptima’.
Son una forma 4gil de obtener una solucion algoritmica. Son una forma agil de obtener una
solucién algoritmica.
Consiste en identificar en la entrada/s de datos quién puede servir para resolver el problema.

Definition 5.1.1 — Elementos. Contiene las etapas:
1. Conjunto de candidatos — n entradas.
2. Funcién de seleccion — Candidatos idoneos.
3. Funcioén de validacion (factibilidad) — Subconjunto prometedor (Permite adicion
de candidatos).
4. Una z a evaluar y optimizar.
5. Una funcién comprobante — subconjunto es solucion (6ptima o no).

Digamos que se compra un terreno porque se ve muy vacano pero asi si esté muy bien
ubicado, el mejor costo, el mejor clima pero sobre arenas movedizas, la factibilidad es nula
(aplicada sobre candidatos ).

Suponiendo que es factible el candidato miramos la funcién objetivo para evaluar.
La manera como vemos el problema es determinante a su solucién.

Trabaja sin pensar en el futuro, por etapas escoge el 6ptimo local suponiendo seré global
al problema.
Previo adicionar candidatos, comprueba sea prometedor anadirlo, si no, se descarta para
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siempre y validara el subconjunto prometedor.

algoritmo_avido(entrada: set = {x0..xn}) -> set[type(x)]
# Declaracion #
x: elemento
solucion: set = {}
encontrada: bool = False

# Inicializacion #
while not sea_vacio(entrada) and not encontrada:
x = seleccionar_candidato(entrada)
if es_prometedor(x, solucion)
incluir(x, solucion)
if es_solucion(solucion):
encontrada = True

Lo importante de un algoritmo &vido no es disenarlo, es demostrar siempre consigue
la solucién 6ptima al problema en todos los casos o bien, un contraejemplo mostrando los
casos cuales falle.

m Example 5.1 — Problema del cambio. Planteamiento:
Definition 5.1.2 Un sistema monetario esté formado por monedas con valores V0, V1,--- [ V,.

., Como descomponer cualquier cantidad M usando el menor ntimero posible de monedas?
Se debe suponer que
1. Existe una moneda de valor unitario. Cada moneda minimamente duplica su valor
sucesivamente. Son ilimitadas las monedas de cada valor.
2. El sistema estd compuesto por monedas con valores p°, pt,--- ,p"; p>1,n>0.

)

m Example 5.2 — Problema del salto de caballo. Planteamiento:
Definition 5.1.3 Dado un tablero n x n de ajedrez y una casilla inicial se busca decidir si

puede un caballo recorrer todas las casillas sin duplicaciones. No se requiere formar un
ciclo.

1. Hallar las casillas solucién.

2. Determinar el patron general de soluciéon a todo recorrido.
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Han de tomarse una serie de decisiones pero no se dispone suficiente informacién para
elegir, cada decisién conlleva a un nuevo subconjunto de soluciones y las secuencias de
decisiones (1 o mas) puede solventar nuestro problema.

Theorem 6.0.1 — Caracterizacion. Un algortimo es resoluble via Bactracking (BT) si.

1. Solucién expresable como n-tupla (zg,z1,- -+ ,2zn), cada z; es seleccionado de un
conjunto finito S;.
2. Es formulable en bisqueda de una tupla que optimice un criterio P(zg,Z1,- - ,Zp)

Podrian recorrerse todas las hojas del drbole de derivacion pero esto seria ineficiente. El
Backtracking mejora este proceso.

Cuando se asegura un nodo no alcanza la solucién se poda la rama volviendo hacia
atras (Backtracking).

Difiere de algoritmos voraces una soluciéon prometedora nunca se descarta, en BT elegir
una solucién no la hace irrevocable.

Los problemas no generan subproblemas independientes, no es aplicable la técnica
DyV.

I Definition 6.0.1 — Solucién. (l‘o, X1, ,.Q?N), x; €5
| Definition 6.0.2 — Espacio de soluciones. S; =[] |5;]

Definition 6.0.3 — Solucion parcial. (zg,z1,- -, 2k, 7, - ,7),z; € S; Vector solucion sin
componentes completamente definidos.

Definition 6.0.4 — Funcién de poda/acotacion. Permite identificar cudndo una solucion
parcial no conduce a una soluciéon del problema.
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Definition 6.0.5 — Restricciones asociadas. Hay 02 tipos
» Explicitas: Restrigen z; (definen []S;).

m Example 6.1
z, >0 = S5, € {RJr}
Ty = [Oa 1] = 5; € {07 1}

L <z <uy = Sie{a:ligagui}

» Implicitas: Determinan las tuplas que satisfacen el criterio P(xg, 21, - ,Zn) €
indican si una solucién parcial puede llevar a una global.

Las 08 reinas

Han de ubicarse 08 reinas en un tablero tal que no hayan ataques

Las N reinas

Es la generalizacion del problema de las 08 reinas. Dado un tablero N x N han de
ubicarse N reinas tal que no hayan ataques. El S; son las N! permutaciones de la N-Tupla
(0,1,---,N).

Suma de subconjuntos

Dados n 4+ 1 nimeros w; € N y un ntimero M se buscan todos los subconjuntos de
nimeros w; cuya suma sea M.

El viajero comerciante

Algoritmo via Bactracking que determine todos los ciclos hamiltonianos de un grafo
conexo G = (V, E) con n vértices.

Definition 6.0.6 — Ciclo Hamiltoniano.
= Camino que recorre los n vértices de GG, visita una vez cada V finalizando en el de

partida.
» Vector solucion (zg,x1,- -+ ,2,) con x; como el i-ésimo V' visitado del ciclo.
= Solo requiere determinar el conjunto posible de V' € zy, tras elegidos xg, 1, -+ , Tp_1.

Coloreo de un grafo (m — colorability)

Sea un grafo G y m € Z™. Busca determinarse si los nodos de G pueden colorearse de
forma no hayan dos vértices adyacentes y tengan el mismo color, esto usando m colores.

Laberintos

Buscar la salida sabiendo su representacion como grafo (cada cruce requiere una decision
que conlleva a otros cruces/nodos.

Theorem 6.0.2 — Generacion de estados. Concebido un arbol de estados al problema, es
resoluble con generacién sistemética de sus estados y determinando estados solucion y
finalmente estados respuesta.
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= Nodo vivo: Estado generado sin hijos. Puede ser ramificado.

= Nodo muerto: Estado generado, fue podado o gener6 todos sus hijos. Puede haber
llegado a una solucién o no genera soluciones factibles o mejores que la mejor actual.

» Nodo E: Nodo vivo con descendientes en generacion (Ezpansion node).

El proceso consta de;

= Comenzar con un nodo raiz, desprendera otros.

» Durante la generacion se mantiene una estructura (lista) de vivos.

= Se eliminan los nodos mediante una funcién de acotaciéon sin generar nodos hijos.

En funcién de cémo se explora el arbol existen 02 formas de generar los estados de un
problema.

= Backtracking:
En profundidad, usa una pila (LIFO).

= Branch&Bound:
En anchura y suele ser iterativa.

Theorem 6.0.3 — Diferencias.
Bactracking:
= Nodo en curso: Tras generar su hijo sera este el nuevo nodo en curso.
= Nodos vivos: S6lo son los que estén en el camino a la raiz del nodo en curso.
B&B:
= Nodo en curso: Genera todos los hijos del nodo en curso antes de decidir cuél va a
ser el siguiente en curso (estrategias LIFO, FIFO, PQ).
= Nodos vivos: Pueden haber mas nodos vivos.

Theorem 6.0.4 — Diferencias.
Bactracking:
= Nodo en curso: Tras generar su hijo sera este el nuevo nodo en curso.
= Nodos vivos: S6lo son los que estén en el camino a la raiz del nodo en curso.
B&B:
= Nodo en curso: Genera todos los hijos del nodo en curso antes de decidir cuél va a
ser el siguiente en curso (estrategias LIFO, FIFO, PQ).
= Nodos vivos: Pueden haber mas nodos vivos.

Backtracking:

Generacién en profundidad, en un curso R tras generarse de un Nodo-E un nodo C, se
vuelve este un nodo-E. R sera un Nodo-E cuando el subarbol C' termine (sea explorado).

Branch&Bound:

Exploraciéon en anchura a las soluciones, un nodo se mantiene como Nodo-E hasta
se convierta en muerto. Las funciones de acotaciéon detienen la exploracion, con ello es
fundamental tengan un disefio adecuado.

Usa una estructura cual almacena los nodos vivos, puede ser usando la ley FIFO con
colas o Priority Queues (PQ) al explorar el mas prometedor, quizas pueda usarsen pilas
(estrategia LIFO).
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¢Implementacion?
Definition 6.0.7 — Implementaciéon. Supongase han de encontrarse todos los nodos de
respuesta (1 o mds).

El camino desde la raiz hasta un nodo es (xg, 1, -+ ,x;).

El conjunto T'(xg, 1, - - , ;) tiene todos los posibles valores xj, tales que (g, €1, -+ , Tgx_1, Tk)
es un camino valido hasta un estado del problema. Los posibles valores de x; una vez
escogido (xg, X1, "+ ,Tg_1)-

Las funciones de acotacién Bjy:

» Es By(xg, 21, ,xp) falso para un camino (xg,x1,--- ,x) si el camino no puede

extenderse para alcanzar un nodo respuesta; Nos indica si (zg, z1,- - - ,z)) satisface
las restricciones implicitas del problema.

» Los candidatos para la posicion k del vector solucion X = (xg,z1, - ,x,) son

aquellos valores generados por T'(xg,x1,- -+ ,zk_;) que satisfacen By.
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El método de Ramificacion y Poda : Branch& Bound = B&P tiene el siguiente esquema
general:

Theorem 7.0.1 — Esquema general.
Seleccion: Selecciona el nodo vivo que sera ramificado (dependera de la estrategia).
Ramificacion: se generan los hijos del nodo seleccionado (so6lo tuplas prometedoras).
Cotas: Se calcula en cada nodo una cota del posible mejor valor alcanzable al mismo.
Poda: Se podan los nodos generados en la etapa anterior que no conducen a una
soluciéon mejor que la mejor conocida hasta ahora.

Theorem 7.0.2 — Gestion de nodos vivos.

Los nodos no podados forman parte del conjunto de vivos.

El nodo en curso se selecciona en funcion de la estrategia elegida.

El algoritmo finaliza cuando:

» Se agota el conjunto de nodos vivos (solucién 6ptima).

= Se encuentra una solucién que satisface un umbral de calidad.

Es efectivo B&B/RyP si posee una funcion de coste adecuada, es decir:

= Poda lo méximo posible.

» Su célculo es eficiente (low CC).

Para podar es necesaria una solucion (cota general) del problema.

Se puede utilizar un algoritmo voraz para tener una primera solucién con la que
empezar a comparar.

El esquema de la técnica se define con:

[ Definition 7.0.1 — generar_sin_vacia(). Una tupla vacia.
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[l Definition 7.0.2 — sIn_inicial(). Construye una solucién vorazmente.
[l Definition 7.0.3 — es_sIn(). Indica si una tupla es una solucion.

Definition 7.0.4 — cota_inferior(). Estima una cota de la mejor solucién posible ramificando
el nodo (no tiene por qué ser factible).

Definition 7.0.5 — complexiones(). Calcula el conjunto de posibles sucesores dada una
tupla (componentes disponibles).

Definition 7.0.6 — es_factible(). Determina si una tupla es factible (puede conducir a una
solucion factible).

def RyP(Q)
sln = generar_sln_vacia() # Tupla vacia, nodo del arbol de exploracion #
sln_final = sln_inicial() # algoritmo voraz o equivalente #
cota_superior = coste(sln_final)
1st = cola_vacia() # Pila, Cola o Priority queue #
encolar(sln, lst)
while not es_cola_vacia(lst)
sln = primero(lst)
desencolar(lst)
if es_solucion(sln)
if coste(sln) < cota_superior # Para minimizacion #
sln_final = sln
cota_superior = coste(sln)
else
si cota_inferior(sln) < cota_superior
for hijo in complexiones(sln)
if es_factible(hijo) and (cota_inferior(hijo) < cota_superior)
encolar (hijo, 1lst)
return solucionFinal

m Example 7.1 — Problema de la mochila. Vamos a trabajar sobre el problema de la mochila
entera (0-1) con 1 repeticion por elemento (objeto).

Acé la representacion sera un vector si toma o no el nodo. Otro seré el beneficio maximo o
valor ganado de la mochila y el otro es el peso generado en la mochila.

Tenemos la cota inferior, valor estimado y cota superior, el proceso de ramificacién, expandir
el arbol no se da necesariamente primero en profundidad, es cualquier nodo. Hay varias
eestructuras de datios, una en el backtracking es la lista de nodos vivos, son los nodos
pendientes a explorar, cuando termino esta lista debe quedar vacia, también es fundamental
saber contra qué vamos a podar, por lo que vamos a tener una cota global (el manejo de
las est. datos y las cotas depende del tipo de problema de optimizacién que vayamos a
manejar, una cosa es maximizar o minimizar), la forma de definirl la lista de nodos vivos es
fundamental porque nos dira cual es el primero a revisar, fundamental en la estrategia, hay
varios tipos de listas; Pilas, Colas y Colas de prioridades (digamos a un proceso darle més
tiempo de atencion o atenderlo con mayor frecuencia).



47

En el backtracking todo nodo sabe quién es su papa (por esto cuando vuelve se vuel-
ve al padre, por eso se puede volver) (Diferencia con back).

Una cola de prioridades sale el que tenga la mayor prioridad es el que sale (en un pro-
blema de maximizacion el de mayor beneficio, de minimizacion el mayor coste), si todos
tienen el mismo y se maneja la estructura LIFO, sale el primer elemento de la lista.

Por ejemplo podemos manejar una pila pero cuando hayan procesos con misma prioridad
vamos a manejar una cola.

Cuando manejamos la cola la manejamos como cola de prioridades (primero que entra
primero que sale, pero los empates se manejan tipo FIFO o tipo LIFO), si tengo una cola de
prioridades y varios procesos con misma prioridad dependerd de que salen segin mi manejo
de prioridades.

Entoncse, para el ejemplo hagamos con cola de prioridades y si hay empate entonces
tipo FIFO.

’ 1. cotinf: 0, Est: 9, cotsup: 0‘

2.ac| |3.ad
[c] [d] [£] [g]

1. La cota inferior, qué es? Cuando vimos algoritmos voraces (Prim, Dijkstra, etc..). La
cota inferior es vacio. El estimado es aplicar también una estrategia voraz sobre los datos,
hacemos una relacién beneficio peso para saber el que mas aporte. Entonces la estrategia
voraz repetida varias veces di6 9, porque primero hizo (2/1, 3/2, 4/3) segun la relacion
valor/coste fue posible tomar 2+43+44=9.

Lo méas complicado de esta estrategua es qye oidenis tener muchisimos datos, objetos, enton-
ces, una forma de definir una cota superior rapida es symar todos los valores de la mochila es
simar todos los valores, pero como el tope es tan alto no puede podar con facilidad, mientras
que si toma una més real habran procesos de poda. Hasta que no haya nacido el hijo no hay
cota superior, entonces para la cota superior podemos hacer un caso de la mochila continua,
por ejemplo como quedamos en 9 con peso 6 podriamos completar el peso! Podriamos meter
algo que nos de el mejor valor proporcionalmente (el .algo de un objeto, qué porcentaje
de X objeto tomo para completar el 1 que me falta (6 de 7).) (La otra forma es que como
buscamos cota superior es irse por el mayor valor, es 5, coge 4, da 9 y el peso queda 7, fin. O
tomar las otras combinaciones).

Las cotas deteminan el éxito o fracaso de la técnica. Ahora si, vamos con la cota global, esta
en un problema de MAX ser4 la cota inferior, eso significa que acé todo cambia, pero esta
cota global cambia cada que encuentre una cota inferior mas grande, es reemplazada por
esta.

Vamos a manejarlo de forma binaria. El listado de hijos va:

LH = [ [07779]7 ” ]

El 9 sale de 445 que definimos antes del prima.
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Ahora miramos que la cota ]

Problema de la mochila 0-1

Dados n objetos y una mochila, cada objeto ¢ tiene un peso w; > 0 y un valor v; > 0.
La mochila puede llevar un peso que no sobrepase W.

Se desea llenar la mochila maximizando el valor de los objetos transportados, estos
objetos deben ser Z.

Formalmente se puede denotar como

n n
max g TV 8.4 g zow; < W
i=1 i=1

Asignacién de tareas

Dadas n tareas y n personas, asignar a cada persona una tarea minimizando el coste de
la asignacion total. Se tiene una matriz de tarifas que determina el coste de asignar a cada
persona una tarea. Si el agente 1 <4 < n se le asigna la tarea 1 < j < n el coste sera c;;.



e e e v g e e gy o o e iy

R - T
remEE e g b e dei

= NFEETETE AN S R e e
IpaEE grarea

P AL LLTRE LT EF ST e s

A

a
K N}
——”

— ———

gt [EEST Y TR PR g

TR B T

. L__-;,r'} -

SELECTICON
FLIMRCTIOR

B TR e B e e R

e —— i II-E..

za“mgu‘ﬂij_os Heur_l os

h‘ k. -\. B oS i BT AT DS
F o o
.-'_'.-!;..'I — =

Frmvmm e s - = ¥ : E
e PR - |E%£k . TEfE)

g o g e B o e o i

1"

e T e rpE——

=

Acé se habla de todos los algoritmos aproximados.

8.1 Buasquedas

Recordemos el backtracking revisa el espacio de estados, primero viaja por profundidad
(DSF), mientras que en B&B se hace segtun el nodo objetivo que queramos expandir (por lo
que iremos en profundidad, anchura o prioridad). ;Qué estructura de datos usamos en una
busqueda por anchura, quiero que me de el comportamiento? La respuesta es una cola.

Definition 8.1.1 — Heuristicas. Las técnicas heuristicas (NP-Completitud) son problemas
que son intratables con costes temporales sobre los polinomiales, hiperexponenciales, un
buen ineniero que sepa analizar los problemas y abalizar algoritmos debe entender cuando
un problema es de orden NP-Completo, porque al entenderlo se da cuenta que no tiene
sentido que trate buscar una solucién buscando todas las posibilidadesm, lo mejor que
puede hacer es buscar una solucién aproximada al 6ptimo. Hay muchas formas de hacerlo,
es ridiculo hallar solucién al problema, pero una que se aproxime a lo buena.

Las técnicas heuristicas son basadas en funciones de suposiciéon, vi X entonces supongo Y,
es suponer base al conocimiento previo que se tiene del problema

8.1.1 Busqueda de coste uniforme

Obsérvese el siguiente grafo: Entonces lo que hacemos es buscar digamos la mejor ruta
para ir de Arad a Bucarest, entoncecs vamos a generar nuestro grafo, trabajamos en base a
lo llamado una funcion de coste. Al empezar tenemos un origen los siguientes de Arad serian
Timisoara (a 118), Sibiu (a 140) y Zerind (a 75).

El primero que entra es el primero a explorar, si nos vamos expandiendo el de Timisoara nos
costarfa 7 aristas.

Si el coste se va acumulando y escogemos la siguiente arista en funcién a que sea menor o
igual a ese acumulado, entonces escogemos primero a Zerind porque tiene un coste muy bajo
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y tenemoss 75, luego a Oradea con 71 y tenemos un acumulado de 146 y no expandimos a
Sibiu porque es 151 y tenemos el nodo Timisoara que ya tenia un coste de 118, entonces le
expandimos y llegamos a Lugog con 229 por lo que ahora toca expandir a Sibiu puesto tiene
140 y tenems el acumulado y asi sucesivamente... Aca es fundamental ir llevando en cada
nodo el valor de su arco anterior puesto se miran todos los nodos, asi que son

En los algoritmos de busqueda hay que tener un mecanismo para evitar recorrer nodos
ya visitados y asi no crear bucles.

Best First Search (Greedy Best First)

Entonces, ahora vamos a complejizar metiendo una heuristica de distancia en linea
recta. Aca nos interesa la distancia entre cualquier ciudad hacia bucarest, entonces nos
preguntaremos todo el tiempo quién esta més cerquita a bucarest. Tenemos las distancias de:

Origen Destino Distancia

Arad Bucarest 366
Craiova  Bucarest 242
Drobeta  Bucarest 161

Eforia  Bucarest 176
Fagaras  Bucarest 7
Giurgiu  Bucarest 156
Hlisova  Bucarest 226

Tasi Bucarest 116

Lugov Bucarest 24
Mehadia  Bucarest 241

Neamt Bucarest 234
Oradea  Bucarest 380

Pitesti Bucarest 100

Rimnicov Bucarest 153
Sibiu Bucarest 253
Timisoara Bucarest 329
Urzicent  Bucarest 80

Vasluz Bucarest 199
Zerind Bucarest 374

Estas son las distancias en linea recta desde cada ciudad a bucarest, empieza esta BFS
(Best First Search) opera siempre con unas funciones de coste, esta funciéon f(n) podemos
trabajarla a partir del coste real g(n) que es como hicimos antes, pero ahora en nuestra
buisqueda avara se basaré en la heuristica de la tabla llamese h(n). Entonces nétese como
cada nodo partiendo a Sibiu, coste de 393, el menos costoso luego es hasta Fagaras con un
coste total de 470.

m Example 8.1 — Explicacion completa. Entonces la siguiente que tomamos es Sibiu con
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253, miramos las siguientes de sibiu que son Fagaras con distancia 176, luego Rimnizu es
193 y finalmente a Oradea son 380 y Arud son 366, el mas pequenio es Fagaras por lo que lo
tomamos y nuevamente expandimos sus siguientes para finalmente llegar a Bucarest, ese es
el camino con la biisqueda Greedy que nos da primero el mejor. L]

Entonces la respuesta real son las aristas con 140 + 99 + 211 = 450

8.1.3 A* (A Star)

Esta busugeda funciona con f(n) = g(n) 4+ h(n) donde g(n) puede decirse es el peso
original de la arista y h(n) que es el peso la heuristica o distancia ficticia.

8.1.4 Busqueda 6ptima
8.1.5 Buasqueda limitada por profundidad

Digamos el tricky, cuando nos ponemos a jugar tres en raya inicialmente tenemos una
matriz 3 X 3

Aplicamos la heuristica de lineas ganadoras, nos dice cuéntas lineas ganadoras tiene cada
uno de los jugadores.

Digamos que en un punto tenemos:

xr | o

COmo nos llevva a empate no buscamos esa linea, escogeriamos otra opcién, de esta
forma no llegamos hasta el final, si no que paramos y aplicamos la heuristica, no nos asegura
que encontremos la repuesta, pero estamos suponiendo, inventando.

Miremos otra heuristica. El juego del klotsky si hay un objetivo, hay un esatdo al que
queremos llegar, una matriz 3 x 3 ordenada del 1 al 8. Empezamos del estado inicial y
miramos cada una de las posibilidaddes, asi vamos generando el arbolito.

El problema de estas heuristica es que hay que pensarselas puesto que no aplican como
una generalidad.

Otra heuristica es, imaginemos tenemos un mapa con los nodos N = {A, B,C, D, E'} con los

arcos que tienen la distancia real parair de E = {(A, B, 725), (4, C,100), (A, E,50), (A, B,), (A, F,), (B, F,), (E,.
Entonces notamos que este problema es de orden factorial, este mapa tiene unas coordenadas

para saber la disntancia en linea recta de A — B y asi entre todos los puntos, entonces

digamos que inicalmente nos movemos a los siguientes y el préximo que expanda seré el mas

corto, esta es una heuristica que le da la idea de qué tan cerquita esta.

8.2 Teoria de juegos

Se buisca una solucién cuando hay un oponente que responde con su propia estrate-
gia, juegos son eligidos porque el mundo puede describirse con pocas reglas, de facil de
representacion.
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Son de informacién perfecta cuando los jugadores perciben el mundo en forma completa
(e.g. chess), se asemejan mas al mundo real que un problema de bisqueda simple puesto el
oponente introduce la incertidumbre y se debe manejar el problema de contingencia.

Algoritmo Min-Max

Para juegos de 02 agentes llamdos MAX y MIN, MAX juega primero y busca ganar.
Para definir en formalmente el juego se debe establecer:
» Estado Inicial: Posicion del tablero y una indicacién de quien debe jugar.
= Operadores: Normalmente constituyen las reglas del juego.
= Prueba terminal: Como termina y quien gana.
= Funcion de Utilidad: Si no se puede evaluar todo el espacio de soluciones se debera
disponer de una funcién de utilidad que evalta la bondad de cada jugada.

Algoritmo MINIMAX

1. Generar todo el arbol hasta alcanzar los nodos terminales (o profundidad especificada).

2. Obtener el valor de utilidad a cada nodo terminal.

3. Retraer los valores de utilidad nivel por nivel, desde terminales hasta el nodo inicial.
Los nodos en que le toca jugar a MAX (nivel MAX) se le asigna como valor de utilidad
el maximo valor de la funcion de utilidad de todos los nodos hijos (la mejor jugada
de MAX). A los nodos en que juega MIN (nivel MIN) se le asigna el minimo valor de
la funcion de los nodos hijos (la mejor jugada de MIN).

4. Seleccionar la jugada de mas alto valor de utilidad.

Eficiencia
La complejidad del algoritmo MINIMAX € O(b™) sea el factor de ramificacion b y la
profundidad donde se encuentra el nodo terminal mas préximo m.

Salvo que se ponga un limite la biisqueda se hace primero en profundidad, se deben explorar
todos los nodos terminales (si no la decision es imperfecta y no se puede garantizar el
resultado).

Poda o —

Idéntico al Minimax pero evita expandir todos los nodos cuando el valor retornado por
un nodo hace que este sea imposible de seleccionar.

Se supone que se alcanzé un primer nodo terminal o un limite de profundidad (la bisqueda
siempre se hace primero en profundidad), entonces retrae valores Min y Max parciales, los
valores parciales Max se los llama Alfa y los valores Min se los llama Beta.

Los valores que adopta Alfa son un limite inferior para los de Max y los valores de Beta son
un limite superior para la elecciéon de Min.
1. Los valores Alfa de los nodos Max son crecientes.
2. Los valores Beta de los nodos Min son decrecientes.
Se pueden escribir las siguientes reglas que permiten discontinuar la bisqueda:
1. Se puede discontinuar la busqueda debajo de un nodo Min que tiene un valor Beta
menor o igual al valor Alfa de cualquiera de sus Ancestros. El valor final retornado
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por este nodo es su valor Beta. Este valor puede no ser el mismo que el del algoritmo
MinMAx pero la seleccién de la mejor movida sera idéntica.

2. Se puede discontinuar la busqueda debajo de un nodo Max que tiene un valor Alfa
mayor o igual que el valor Beta de cualquiera de sus Ancestros Min. El valor final
retornado de este nodo Max puede ser su valor Alfa.

Durante la busqueda los valores Alfa y Beta son calculados de la siguiente forma:
a) El valor Alfa actual de un nodo Max es igual al mayor de los valores Beta finales
(valor retornado) de sus sucesores.
b) El valor Beta actual de un nodo Min es igual al menor de los valores Alfa finales
(valor retornado) de sus sucesores.

Cuando se utiliza la regla uno se dice que se realizo una poda Alfa del arbol de bisqueda
y cuando se usa la regla 2 se hizo una poda Beta.

Eficiencia

Para realizar la poda Alfa-Beta al menos parte del arbol de biisqueda debe generarse a
la maxima profundidad. Los valores alfa y beta se deben basar en valores estéticos de nodos
terminales, se usa entonces, algin tipo de busqueda en profundidad.

El valor retornado al nodo raiz es idéntico al valor estéatico de algtin nodo terminal, si se
encuentra ese nodo terminal primero, entonces la poda es maxima.

Si la profundidad de la solucién es d y el factor de ramificaciéon es b, el ntiimero nodos
terminales es N = b%.

Si la generacion de nodos es afortunadamente la mejor, primero el valor maximo para
los nodos Max y minimo para Min (ni de casualidad).

El ntimero nodos terminales es N = 26%2 — 1 para d par.

El nimero nodos terminales es N = b(d+1)/2 4 pd(d=1)/2 hara d impar.

La eficiencia de Alfa-Beta permite explorar arboles del doble de profundidad, si dispo-
nemos de un método de ordenamiento eficiente de valor de utilidad.






Intfroduccién

En Programacion dindmica (PD) las ideas principales que el problema debe cumplir son;
Una sub-estructura 6ptima y sub-problemas superpuestos o hasta memoizacion.

Reglas
El potencial de la PD esté en la recursividad.

Definition 9.1.1 — Serie de pasos.
1. Caracterizacion estructura 6ptima del problema (si es optimizacion).

SO — S5O + 850+ ---+ 850

Determinamos el principio de optimalidad (PO) (Como un problema se resuelve
en base a subproblemas, el 6ptimo del problema grande lo resuelve los 6ptimos del
problema pequeno).

2. Definir el problema de forma recursiva (Modelo recursivo).

3. Calcular la S.0. segun el enfoque Bottom-Up (BU) u Top-Down (TD w/memoiza-
tion).

4. Almacenar la solucién en la sub-estructura 6ptima (Tabla).

5. Construir el algoritmo de solucién basado en la estructura.

Tenemos series de decisiones dy, d1,--- ,d, con d decisiones por cada decision, tal que
con Fuerza bruta (FB) obtenemos d" decsisiones, una explosién combinatoria.

Sucesion de fibonacci

m Example 9.1 — Sobre Fibonacci. Definase como F(n) = F(n — 1) + F(n — 2).
1. No es un problema de optimizacion (no hay fibonacci’s mejores o peores, no miramos

(PO)).

2. Esté ya definido F'(n) recursivamente.
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3. Calcularemos la solucion con BU: Empezamos por los més pequenos [F(0), F(1)] (lo
que conocemos). Posteriormente se tomaran los méas grandes.

4. Almacenamos la solucion segun las dimensiones del problema. Tenemos una (entra-
da|variable|parametro|dimension), asi que un vector almacenara las soluciones.

Vector : v =[0,1,-- ,n]

Para v[0] almacenamos F'(0); v[0] = F'(0) = 0.
Luego v[1] almacenamos F'(1); v[1] = F(1) = 1.
Aplicando BU para v[2] almacenamos F'(2); v[2] =
Entonces v[3] = F(3) = F(2) + F(1) = v[2] 4+ v[1].
-+ hasta el n-ésimo término.

F(2) = F(0) + F(1) = v[0] + v[1].

fib_pd_bu(n: int) -> int:
tabla: list[int] = [

0 for _ in range(n+1)

]

tabla[0] = 0 # --> Clx1 #

tablal1] 1 # --> C2x1 #

for i in range(n): # --> C3*N #
tabla[i] = tabla[i-1] + tabla[i-2] # --> C4x(N-1) #

return tablaln] # --> C5+%1 [no se cuental] #

Complejidad temporal (CC.T):
Analisis de eficiencia.

T(N) 201—1—02—1—03N+64(N—1)
T(N)=aN +b
T(N) € @(N)

Complejidad espacial (CC.S):
Usando un vector tenemos Complejidad computacional (CC) de tamano N.

S(N) € O(N)

Se ha realizado un ejercicio cuya resoluciéon tomé el enfoque BU, queda de tarea el
enfoque TD.

9.1.3 Problema del cambio

Vamos a tener las siguientes denominaciones:
M =10

D ={5,2,1,10,12}
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Entonces podemos buscar representar la cantidad M como M+1, y buscar representarlo
mediante mi arreglo de denominaciones. Entoncecs

Principio de optimalidad, veamoslo como la ingenieria inversa para entenderlo. Supongamos
que tenemos problemas independientes.

Los componentes del modelo recursivo son 2, la cantidad y las denominaciones (M, D),
entonces, el problema del cambio tiene esos 2 fundamentos:

cambio(M, D)

Queremos plantear cualquier cantidad o conjunto de denominaciones que tenga como tope
M y D, no plantear un modelo para los maximos valores a tener, si no uno que ayude a
construir y llegar hasta arriba, vamos a cambiar por variables que iteren todo el tiempo:

cambio(i,j) = {0<j< M} {}

Como sugerencia tendremos una tabla que queremos crezca a lo ancho (no mucho a lo alto),
por ende es posible verlo paso a paso. Con j tentremos las cantidades, con i tendremos las n
denominaciones.

Entonces esto es como cuando hacaemos un algoritmo, el modelo parte de que hay un
modelo elemental o punto base que estéi resuelto, la PD parte que debe haber un problema
elemental que debe tener solucion (problemas que tienen respuesta). Como saber el problema
elemental? Aca tenemos una cantidad y unas denominaciones, aca el problema elemental
es que M = 0 porque la respuesta ya la tenemos, no es asignar nada, entonces, tenfamos
que j nos da cantidad y la ¢ las denominaciones. Entonces, si j =0 = 0 pero hay que
considerar las posibilidades, entonces uno generalmente lleva un orden, primero expresar
los casos base, lo segundo es expresar los absurdos (como que el valor es 10 y sélo hay una
denominacion de 15), si eso ocurre podemos hacer varias cosas (si apenas estoy considerando
la primera parte, no tengo nada hago una cosa. Pero si en el problema ya he resuelto y hay
un absurdo tomo lo que ya tenia). Enonces si tengo una denominaciéon ¢ = 1 (no confundir
con el valor de la denominacion) y esta es ya mayor al j o sea (i = 1 AJ < D;) en un
problema de minimizaciéon hacemos uso de un + inf porque cualquier cosa es mejor que
eso, si estuvieramos minimiza porque en un problema de minimizacién escogemos cual-
quier cosa que sea més grande. Ahora, si llevamos méas de una denominaciéon como ¢ > 1
e igual se pasa entonces hacemos cambio(i — 1,j) = (i > 1 A j < 0). Ahora, si tene-
mos que la denominacién atin no hallegado al cambio minimo de forma que queda finalmente:

Bueno, el caso es que tenemos 10 denominaciones por ende 11 columnas (contando desde
0)k

Assembly line scheduling

Una compaiia produce en 02 lineas de montaje. Cada linea tiene n estaciones enumeradas
con j = 1,2,--- ,n. Denotamos la j-th estacion en la linea ¢ como S;;, la linea 1 desempena
la misma que la j-th estaciéon en la linea 2.1 Denotamos el tiempo requerido en la estacién
Sij por a;j;. El tiempo para transferir un producto fuera de la linea de montaje 7 tras haber
ido por la estacion S;; es t;;. También hay un tiempo de entrada e; para entrar a la linea i y
uno de salida x; por salir la linea ¢ de montaje.
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Subtleties

Una Sutileza considera un grafo dirigido G = (V, E) y vértices u,v € V.
Para un camino corto sin peso encontrar el camino de © — v con menos aristas. Tal
camino debe ser simple, puesto remover un ciclo del camino produce uno con menos aristas.

m Example 9.2 Ahora volvamoslo a hacer pero con este problema de M = 5 y denominaciones
D = [1,3,5] quedando asi la tabla

T1 [0 1 2 3 45

D;=1{0 0 0 0 0 O
Dy=3]0 0 0 0 0 O
D3=5]0 0 0 0 0 O

Vamos a empezar a llenar por el caso base y nos basamos en las condiciones para llenar la
tabla

Dy=1/0 140 0 0 0 O
Dy =310 0 00 0O
D3=5/0 0 0000

Aplicamos la primera condiciéon y empezamos a llenar la segunda tabla, en esta decimos si
tomamos la denominaciéon (tabla de 6ptimos)

T1 0 1 2 345

D;=1]0 1+0 141 0 0
Dy=310 0 0 00
D3=510 0 0 0 00

o O

Asi hasta que llenamos la matriz si tomamos o hicimos uso de la denominacién de dicha fila
para completar el valor que estemos buscando (la tabla de caminos).

T2 1 2 3 45

D;=11|1 1 1 1
Dy=30|0 0 O
D3=50|0 0 0 O

Ya que terminamos de llenar las 2 estructuras son funadmentales ya que la que va
armando los optimos y los caminos, para dar finalmente la respuesta, la matriz grande
no nos dice como es que armamos esa divisa grande, entonces debemos seguir la matriz
T2 y se hace siempre para armar la respuesta, para esto debemos seguir la tabla siempre
empezandola siguiendo donde esté la solucion del problema (en este caso la ultima fila y
columna), construimos donde quedo la respuesta en la tabla, no siempre va a estar alli, podria
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estar en cualquier esquina, depende de cémo se armd la tabla, puede quedar en cualquier
parte, por ende la solucién no siempre se empieza por dicho lado.

Luego en la siguiente iteraciéon vamos a usar 2 veces la primera denominacién y asi, vamos
a usar la denomninacién para llenar la tablita. Ahora necesitamos un vector para llenar las
denominaciones como un vector lleno de ceros V' = [0, 0, 0], empezando por 3,5 esta en T2
en 1 por lo que la us6, entonces cuanto le quedé tras haberla tomado? Cero, ha terminado.

Entonces mejor supongamos que el problema era el de la fila 2, col 5, entonces tomamos
la de la posicion 2,5 y por ende como T2 esté en 1 la tomamos y si tenfamos originalmente
M=5 menos la denominacién 2 es 3 y por ende ahora M=2, ahora vamos a la posicién 2,2 y
notamos que no la tomd, por ende subimos y vemos que si la uso, por ende tenemos que la
tomd, nos vamos para la misma fila en la que esté y collumna segtn la resta entoces al aplicar
cantidad - denominacién obtenemos lo que nos queda por representar (2 - 1 = 1), vamos a la
fila 1 col 1, asi vemos que tomamos y ya nos queda 0, es caso base, hemos terminado.

Ahora hagamos el algoritmo iterativo, que va llenando de poco a poco

cambio(M: int, D: list[int]) -> list[int]:
for i = 1 to n:
tabla_opt[i, 0] = O

for i = 1 to n:
for j = 0 to m:
if 1 == 0 and j ==
tablal[i, j]l = infty
if i == 1 and j >= O:
tabla_opt[i, j] = 1 + tabla_opt[i, j - D[il]
if i > 1 and j < D[i]:
tabla_opt[i, j] = 1 + tabla_opt[i, j - D[i]l]
if i > 1 and j >= D[i]:

cada vez que se llena esta se llena la de caminos, si us la
denominacin entonces, en un absurdo no se us y queda O, entonces
el caso 3 por ejemplo ah se cumple entonces llena el ptimo y
asigne 1 al ptimo. Si es el 1ltimo caso pues el primero donde es el
mnimo queda O, el segundo entonces s lo tom y pone 1.

Ahora si vimaos a hacerlo de forma recursiva vamos a necesitamos la tabla que ya tenemos
y en un algoritmo envolvente la llenaré con un valor que no tengamos, por ejemplo un None
o negativos (ahi si inicializa, importante), ahora como es recursivo a a ser

cambio _rec(tabla, )

Hay varias difers fundamentales entre uno recursivo normal y uno con memoization, en el
normal empieza de una con el caso base, empieza si el problema ya estuvo resuelto, entonces
pregunta si lo que esté llegando es -1 (es que no lo ha resuelto todavia)

if tablal[n, m] == -
# empezar, ahora s, igual que uno recursivo
# Entonces empieza por el caso base
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if (m == 0) then:
# Primero lo guardamos en la tabla
tabla[n, m] = 0
# Ahora s lo devolvemos
return O;
else if
# Ac toca ir siguiendo todos los dems casos base.

Optimal matrix chain product

Dada una cadena de n matrices (4;, Ag,...A;,), donde i = 1,2,---  n. La matriz A;
tiene dimensiones p;_1 X p;. Parentizar el producto de Ay, Ao, - , A, de tal manera que se
minimice el nimero de multiplicaciones escalares.

Fact 9.1.1 El nmero de parentizaciones alternativas para una secuencia de n matrices se
denota por P(n).

Fact9.1.2 n > 2la division ocurre entre la matriz k-ésima y la (k+1)donde k = 1,2,3,--- ,n—
1
Fact9.1.3 1sin=1
n—1
P(n)=>_ P(k)P(n—k); n>2
k=1

Theorem 9.1.4 — Férmula general. Sean d las dimensiones de las matrices.

ml[i, j] = min {mli, k] + m[k + 1, j] + d;—1dxd;}
i<k<j

Donde debemos hallar las posibles combinaciones en la relacion de indices para la sub
matriz generada.

m Example 9.3 Si tenemos que multiplicar las matrices de tamafio m X n por nx Principio de
optimalidad. El problema méas grande se tiene que formar con los 6ptoimos de los chiquitos.
]

Fact 9.1.5 Este problema grande que era A x B x C' se puede volver uno mas chiquito.

Entonces para montar el modelo se tiene que puede fluctuar el tamano inicial y el final,
de forma que:

Lo primero que debemos expresar es el caso base. No requiere que se opere, no debemos
hacer operaciones

Casos: Cuando no tiene una matriz (requiere o operaciones para llegar a una séla matriz)

0= i=j

Imaginar que obviamente en el proceso debemos tener las dimensiones (3x4, 4x2, 2x3, 3x5)
y suponer tenemos 4 matrices, por lo que como arreglo se veria como [3,4,4,2,2,3,3,5|] pero
para ahorrar tenemos P = [3,4,2,3,5] y P sera nuestra entrada de datos. Ahora, por gajes
del oficio vamos a volver la primera columna la 0 (normalmente es la 1).

Entonces ahora vamos a volver el problema grande en un problema mas chiquito (A;)AsAsAy
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donde tenemos que A es un problema, que seria desde la matriz 1 hasta la 1 y luego desde
la 2 hasta la 4 y al final, juntelo. Pero si lo que tenemos es (A;A3)A3Ay.

EL caso es entonces, multiplica desde la matriz i hasta la k y de la k+1 en adelante,
entonces, a.

Los iteradores 7, j no representan la cantidad de los objetos porque el orden de ideas es
saber resolver paran — 1 on — 2 y asi se ponen a fluctuar entre valores, los subproblemas.
El caso base es cuando tengo el problema tan delimitado que s6lo tengo una matriz, si tengo
ua matriz requiere 0 operaciones, cuando ¢ = j

Enfoque bottom-up
Algoritmo top-down

Longest common subsequence LCS

Una cadena de ADN consiste de moléculas llamadas bases, hay cuatro; A: Adenina, G:
Guanina, C: Citosina. Denotemos el conjunto B = {A,C,G,T'}.

Dados el ADN de 02 individuos S1 = ACCGGTCGAGTGCGCGGAAGCCGGCCGAA
y So = GTCGTTCGGAATGCCGTTGCTCTGTAAA se busca comparar cuan ’similar’
son las cadenas (medicion de cudn similares son).

La similaridad se define en varias formas, por ejemplo:

= Dos hebras son similares si uno es subcadena del otro.

= Dos hebras son similares si son infimos los cambios necesarios en uno para llegar al

otro.

La segunda definicion se puede formalizar como

Definition 9.1.2 — Formalmente. Una subsecuencia dada una secuencia es s6lo la secuencia
dada con 0 o mas elementos dejados.

Dada una secuencia X = [x1,x9, -, x| Otra secuencia Z = [z1,29,---, 2k es
subsecuencia de X si existe una secuencia estrictamente creciente. Son indices i =
1,42, , i los indices de X tal que para todo j =1,2,--- ,k tenemos x;; = 2;.

m Example 9.4
Si tenemos X = [A, B,C, B, D, A, B] entonces Z = [B,C, D, B] es una subsecuencia de X
con indices [2,3,5,7]. ]

Optimal binary search frees

Suponga se diseian un programa para traducir texto del inglés al espanol. Para cada
aparicién de cada palabra en inglés en el texto, debe buscarse su equivalente en espaiol.
Una forma de realizar estas operaciones de busqueda es construir un arbol de busqueda
binario con n palabras en inglés como claves y equivalentes en espafiol como datos satelitales.
Debido que buscaremos en el arbol cada palabra individual del texto, queremos que el tiempo
total dedicado a la busqueda sea lo més bajo posible.

Definition 9.1.3 — Formalmente.

Se nos da una secuencia K = [k, ks, - ,k,]| de n claves distintas en orden, deseamos
construir un arbol de biisqueda binario a partir de estas claves. Para cada clave k;, tenemos
una probabilidad p; que se realice una busqueda de k;.
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Algunas bisquedas pueden ser para valores que no estan en K, por lo que también
tenemos n + 1 claves ficticias dy,dy,- - - ,dy que representan valores que no estdn en K.
En particular dy representa todos los valores menores que k1, d,, representa todos valores
entre k; y kit1.

Para cada clave ficticia d;, tenemos una probabilidad ¢; que una busqueda corresponda a
d;.

Theorem 9.1.6 — Férmula general. Se puede resolver dindmicamente mediante la expresion
0[27]] = min{c[iv k — 1] + C[kaj]} + W(Z,j)

Doénde w es el coste asociado a la frecuencia f de uso dado el valor en como clave y el
indice como 1, j.
J
w(i, ) = f(i)
i

Ignorar indice 0, tomar desde 1.
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